Feladat.

Egy háromszög belsejében felveszünk véges sok pontot, ezeket egymással és a csúcsokkal kötjük össze úgy, hogy az összekötő szakaszok belső pontban ne messék egymást (a pontok közül semelyik három nincs egy egyenesen). Igazoljuk, hogy így páratlan sok kis háromszögre bontjuk a háromszöget!

Megoldás.

Ebben az esetben sem a számolgatásoké a főszerep. Azonban rutinos rókaként n-nel a háromszögbe rajzolt pontok számát fogjuk jelölni. Indítsuk be az indukciót!

1. n=1-re az állítás így hangzik: háromszög belsejében egy pontot felvéve, majd azt összekötve a csúcsokkal páratlan sok kis háromszöget kapunk. Természetesen, hiszen 3 kis háromszög alakult ki.

2. Tfh. n=k-ra igaz az állítás. Azaz n=k pontot berajzolva a kialakuló kis háromszögek száma páratlan.

3. Mi a helyzet n=k+1-re? Amennyiben új pontot veszünk az eddigiekhez, azt csak egy már meglévő kis háromszög belsejében vehetjük fel, mert semelyik három pont sem esik egy egyenesre. Azonkívül összekötni is csak a kis háromszög csúcsaival köthetjük össze, hiszen a behúzott szakaszok nem metszhetik egymást belső pontban (a csúcsokban muszáj nekik). Így viszont eme a kis háromszög helyett (1-gyel kevesebb háromszög) lett három új, azaz végeredményben a háromszögek száma 2-vel, tehát páros számmal növekedett. Mivel az indukciós feltevésünk szerint eredetileg (n=k) páratlan sok volt, most is páratlan + páros = páratlan soknak kell lennie! Az indukció működőképes. Lehet sétálni!
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Kiegészítések Hraskó András levele alapján (2010. június)

1. Van egy kis probléma a fenti gondolatmenettel. Ugyanis megadható olyan (pl. az ábrán látható) eset, melyet a bizonyítás nem tárgyal, nem juthat el hozzá az indukció. A fenti bizonyítás tehát rossz.
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2. Illetve nem rossz, csak nem a megadott feladathoz tartozik. Az alábbi példára viszont jól működik:
Egy háromszög belsejében a következő szabály szerint veszünk fel pontokat:
- új pontot nem helyezünk el már megrajzolt szakaszon, sem annak végpontjaiban (beleértve a kiinduló háromszöget is),
- az éppen felvett pontot mindig összekötjük az összes lehetséges csúccsal vagy a már berajzolt belső pontokkal úgy, hogy a berajzolt szakaszok nem metszik egymást.
Igazoljuk, hogy a fenti eljárással mindig páratlan sok kis háromszögre bontjuk a háromszöget!


